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El rrétodo de la respuesta en frecuencia basado en el análisis de Fourier, se emplea 
para obtener la respuesta permanente de una estructura sometida a una fuerza de excita-
ción no armónica o no periódica. La principal desventaja frente a otros métodos es la 
necesidad de obtener el espectro de respuesta para los infinitos puntos que forman el do-
minio de frecuencias. 
En este artículo se presenta un modelo de interpolación que permite reducir a unos 
pocos el n2 de puntos en que se resuelve la ec. dinámica. Tales puntos son las frecuen-
cias propias de la estructura. El espectro completo se obtiene por interpolación. En es-
te sentido el tiempo de cálculo consumido se reduce ostensiblemente y el método gana en 
eficiencia. 
La validez del modelo se refleja en varios ejemplos de pórticos planos con amortigua-
miento viscoso. 
INTRODUCCION 
En el campo de la Mecánica es habitual encon-
trar multitud de problemas que precisan un estudio 
dinámico. Matemáticamente se puede establecer la 
ecuación diferencial que representa el componta-
miento del sistema, pero sólo para los casos más 
sencillos se puede llegar a una solución directa. De 
esta solUICiÓn la componente permanente es la que 
habitualmente se precisa. 
FUNCION DE 
EXCITACION 
~{é) 
~(t)--~ 
RESPUESTA 
PERMANENTE 
Para el caso de estructuras, el sistema está ex-
e i tado por una fuerza y 1 a respuesta son sus des-
plazamientos. Simplificando la realidad se discre-
tiza el sistema en 'n' grados de 1 ibertad y la ecua-
ción de equilibrio, supuesto amortiguamiento visco-
so, queda: 
(1) 
donde M' s;; y !S son las matrices que fijan las pro-
piedades del sistema (masa, amortiguamiento, rigi-
dez), ~(t) y fCt) son los desplazamientos y el vec-
tor de fuerzas general izadas. Ambas son funciones 
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del tiempo. 
La ec. (1), junto con las condiciones de contorno 
se puede resolver con alguno de los métodos dispo-
nibles. Si las propiedades del sistema dependen de 
la frecuencia de excitación como es el caso de los 
problemas de interacción suelo-estructura, el cál-
culo dinámico en frecuencias es el más recomenda-
ble. 
En este método se caracteriza la estructura por 
su respuesta en función de la frecuencia de la fuer-
za de excitación armónica. Se trata de aplicar el 
análisis de "Fourier. La fuerza se descompone en 
sus cof11ponentes armónicas, se obtienen las res-
puestas a estas componentes que a su vez son las 
componentes armónicas de los desplazamientos defi-
nitivos. Se puededecir que se da un rodeo para 
evitar la dificultad de la resolución directa. 
En el caso de una fuerza no periódica se tiene 
para cada gdl la pareja de transformadas: 
fi'P iwt Fj (t) = _1_ Fj(w) • e dw 211. •Ofl 
J., -iwt Fj(w) = Fj(t) • e · dw 
{2) 
(3) 
•at 
donde F j(w) es la amplitud compleja de una excita-
ción armónica. Empleando estas transformadas tam-
bién para los desplazamientos la ec (1) se convierte 
en una tipo estático mucho más sencilla de resolver: 
2 ( -w M + iw r +K) Y(w) = J="(w) (4) 
,... ¡;:"'..., Jv 
Las compenentes Y j(t) se obtienen· a partir del 
espectro Y j(w)~~ 
· 100 iwt Yj-(t) = _1 _ Y j(w) e dw 
2 Tr _00 
(S) 
E 1 proceso se resume en esta figura: 
La ec. (4) es muy senc i 11 a aunque se debe de re-
solver en infinitos puntos para formar el espectro 
continuo en frecuencias, a lo que hay que añadir la 
posible dificultad de las integrales. Para evitar es-
tos inconvenientes se pueden seguir los siguientes 
pasos:· 
-Reducir los cálculos al semiespacio positivo 
(O ~W<oo) para generar el espectro completo gra-
cias a las propiedades de simetría de la transforma-
da de Fourier: 
F(w) = A(w) - .iB(w) 
A(w) simetría par 
B(w) simetría impar 
-En el caso de excitaciónmo per4ódica, discre-
tizar el intervalo continuo para aplicar la transfor-
mada rápida de Fourier. 
- Aún así, el ng de veces que se resuelve la 
ec. (4) es muy alto. Si se emplea algún tipo de inter--
polación que permita generar .:t(w) con una precisión 
satisfactoria a partir de una base oonstituida por 
unas pocas frecuencias, el problema se simplifica 
considerablemente. Así se logra convertir Jo que 
parecía un rodeo en un atajo. 
Aquí se presenta un modelo donde se toman como 
base las frecuencias propias de la estructura. Forma 
parte del Proyecto Fin de CArrera "Cálculo dinámi-
co de estructuras de barras para solicitaciones con 
alto contenido en frecuencias" presentado en JaETS 
1 ngenieros 1 ndustriales de la UPM. A priori se de-
be admitir la posibilidad de generar así el espectro. 
La respuesta de una estructura a una determinada 
frecuencia es la combinación de sus modos de vibra-
ción. Cada modo de vibración es la forma fundamen-
tal en que se mueve la estructura al excitarla a una 
free. propia. POr lo tanto, a partir de las free. 
propias y la respuesta asociada puede ser posible 
obtener el espectro de respuesta para cualquier fre-
cuencia. 
El modelo se ha probado en pórticos planos con 
vibración por flexión y axil con amortiguamiento vis-
coso, pero parece posible aplicarlo a cualquier tipo 
de estructura. 
Las frecuencias propias de' los pÓrticos se cal-
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cularon mediante un método iterativo basado en Jos 
métodos diferenciales para vibraciones libres y pro-
cesos de obtención de autovalores. Dado que el 
amortiguamiento supuesto es pequeño, las frecuen-
cias naturales están muy prÓximas a las auténticas 
teniendo en cuenta el amortiguamiento. 
MODELO PROPUESTO 
Conociendo unos pocos pares de valores se pre-
tende interpolar para el resto del dominio una fun-
ción dependiente de la frecuencia: la amplitud com-
pleja ~(w) de la respuesta permanente a una excita-
ción armónica. 
iwt iwt 
f(w) · e ----.. X,(w) e 
Para conseguí r esto sólo es necesaria, para 
las pruebas rea 1 izadas, una pequeña base formada 
por las primeras free. propias y la respuesta ~(w) 
correspondiente. 
Considerese una estructura compuesta por 'n' 
grados de 1 ibertad y para la que se conocen 1 r' free. 
propias y sus modos asociados: 
wl ' wz ' ••••.• , wr 
La principal idea del modelo es suponer- que ca-
da gdl se comporta como una combinación de siste-:. 
mas de 1 gdl con dichas free. propias y desacoplado 
del r'eslo de gol c~n lo qu(~ r·csJ.>ccla a la inler·pula-
ción. La respuesta permanente en tales sistemas 
se obtiene c:on la Función de Transferencia H(w): 
F(t) 
Y(t) 
iwt 
= F O· eiwt 
=Yo· e 
La amplitud de los desplazamientos: 
i.~a< 
't=-------=Htw)·f; (6) 
i- (~f+ 2.i 1i (~~ 
~:.[;f 
Si la expresión anterior se divide por la flecha 
estática se obtiene una función adimensional de la 
frecuencia llamada coeficiente de amplificación, muy 
útil en este modelo: 
En el caso de una estructura cualquiera, no se 
tiene una Única free. propia w sino que se conocen 
k free. propias. Se puede suponer que el desplaza-
miento adimensional 'D' de un gdl para cualquier 
frecuencia es la combinación de los coeficientes de 
amplificación asociados a cada free. propia, es de-
cir, la combinación de la respuesta de un sistema 
de 1 gdl con diferentes free. propias. 
\',l~~>>" lttUI), · · · · ·, .f... (w)l [t] 
l?lW)-:i(UI). ~ 
{8) 
Aplicando la ec. {8) para el caso de las free .. 
propias w1 se obtiene un sistema de ecuaciones que . 
permite despejar O(¿ • Estos coeficientes sólo depen-
den de las fre. propias y el amortiguamiento y son 
fijos para todo el dominio de frecuencias. Repre-
sentan el tanto por uno de participación de cada 
f4 (w) tanto en módulo como en fase. 
{9) 
Para cualquier frecuencia: 
{1 0) 
Se puede dar a la ec. (1 0) una expresión más 
formal tomando unas funciones de interpolación 
N¿ (w). 
_Q(w.) = ~(w) .9wp 
-1 
!j(w) :;: J}w) ~f 
Las funciones N¡ (w) cumplen que 
N. (w.) 
1 J {
O + Oi 
1 +. i. o j 
i ; j 
( 11) 
y representan la contribución del desplazamiento a 
una fr. propia en la vibración a una frecuencia w, 
es decir, lo que se podría llamar la contribución 
de cada modo. 
A la vista de la formulación, Únicamente es ne-
cesario resolver la ec. {4) en las fr. propias para 
poder calcular la amplitud de. los desplazamientos 
a cualquier frecuencia: 
(12) 
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El proceso es muy sencillo y fácil de implimen-
tar en un ordenador. Lo primero será calcular la 
matriz~~' que es invariable para cualquier frecuen-
cia, y su inversa. Para cada w se obtiene el vector 
j,(w) y con ellos las funciones ..t::j(w) que multiplicadas 
con los desplazamientos en las fr. propias permite 
·conocer el movi_miento del gdl. 
En un principio puede parecer que la precisión 
de la interpolación aumentará con el nº de fr. pro-
pias que forman la base. Se ha comprobado que es-
to no es así, incluso puede empeorar mucho. Por 
ello cabe preguntarse ¿qué fr. deben considerarse? 
A la vista de los ejemplos, parece más probable 
que se deben tomar aquellas cuyos modos de vibra-
ción produzcan movimiento del gdl que se considera. 
Para una misma· estructura la base será distinta se-
gÚn el gdl que se aborda. De dichos modos, el de 
menor frecuencia será el de mayor contenido ener-
gético y el mÓdulo de la amplitud del desplazamiento 
a esa frecuencia probablemente sea el máximo del 
resto de fr. propias. A medida que las fr. propias 
son mayores, el contenido energético del modo aso-
ciado disminuye y su contribución al movimiento es 
poco importante. POr esta razón, sólo con las pri-
meras fr. propias el modelo se ajusta muy bien al 
espectro teórico. 
Esta propiedad se emplea para determinar la pri-
mera fr. a considerar en la base. Supóngase que se 
conocen las 'r' primeras fr. propias, se busca el 
máximo módulo de los valores .Qw¡. y la frecuencia a 
que corresponde. Esta frecuencia y las mayores a 
ella forman una nueva base más reducida que la ini-
cial y cuyos resultados se ha comprobado son mejo-
res.· 
A continuación se incluyen los ejemplos que jus-
tifican las afirmaciones anteriores. 
EJEMPLOS 
Se trata de aplicar el modelo a estructuras muy 
senci Itas: pÓJ'ltioos de 1 vano y 2 ó 3 dinteles. Los 
resultados se han elaborado con un programa infor- · 
mático que calcula el espectro por· interpolación pa-
ra una lista de frecuencias de excitación y lo compa-
ra con el obtenido por resolución directa de la ec. 
{4) en los mismos puntos. Junto con las tablas y 
gráficas se incluye el error cuadrático medio ~rtre 
ambas respuestas, tanto para el módulo como para 
la fase. 
O En el primer caso es un pórtico de 2 pisos. Los 
dinteles son muy rfgidos y pesados en comparación 
con los pilares. Con ciertas simplificaciones el 
sistema es equivalente a uno de 2 gdl: el movimiento 
horizontal de los dinteles. Se considera una excita-
ción armónica unidad en el dintel superior. 
~3~====ali t 
T 
''" 5 ~ 
Pilares: 
1: : 10-lf .,, 
.> 
A= i ..,z. 
t! = 2. i. 1010 "'/ ... "' 
Dinteles: 
I ~ t.O · to" ... 1 
Sus 2 primeras frecuencias naturales se han 
cakulado sin la~ simplificaciones citadas (con 12 
gdl), pero es evidente que los modos de vibración 
se corresponden; fundamentalmente movimientos 
horizontales. 
w = 18. 28 rad/ s 
f = 2. 91 Hz 
w = 48.53 rad/s 
f = 7. 72Hz 
La respuesta a la carga de excitación con amor-
tiguamiento viscoso del 2% y 1 O% se ha comparado 
con la interpolación en el intervalo (0, 56 rad/s) y 
18 puntos. La base 1 a forman las 2 primeras free. 
propias (el resto son valores altos) y sus desplaza-
mientos, que se utilizan para generar el movimiento 
horizontal de los forjados. 
Nodo 3 
~ = 0.02 
1{=0.10 
ECM = Módulo 0.0015 
Fase 0.0005 
ECM = Módulo 0.0027 
Fase 0,0043 
(Figura 1) 
En ambos casos el error ha sido obtenido de las 
flechas adimensionales y es verdaderamente peque-
ño. Para el dintel superior se ha comprobado que 
el modelo es igualmente válido. 
O El siguiente pórtico, similar al anterior, tiene 
3 pisos y una carga armónica horizontal en el supe-
rior. Se busca generar el movimiento-horizontal 
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de los dinteles. Se emplearán los 3 primeros modos 
que se corresponden a un sistema de 3 gdl. 
e: 5 ' ~
3 lf 
J. ~ 
:f. • -,. .. 
. ,.., . 
PIUR8$ Y IMtJT8L~ coa.to &'C. 
CA\0 AN'TBIUOI\ 
Los modos necesarios para componer los despla-
zamientos horizontales: 
..,, ~ ll.O(\ cad¡\ 
t= J.,dl He 
w,:: ltO'S ...di$ 
t_~ S.~ H¡. 
~~ 1511.LI wd~ 
~l-: '-'~ H:e 
Con esta tase se ha generado la respuesta en 
el intervalo (0, 60 rad/s)y 21 frecuencias y los mis-
mos niveles de amortiguamiento. La aproximación es 
muy buena y como prueba se muestran los resultados 
para el último piso. 
(Figura 2} 
O Este Último pÓrtico, de dimensiones idénticas al 
anterior, ha sido extraído de Kolousek (ref. ••••. ); 
los pi lares no son de masa nula y las rigideces de 
todas las barras son del mismo orden de magnitud. 
De esta forma, tanto los modos de vibración disimé-
tricos como los simétricos se producen a bajas fre-
cuencias. Se ha incluido un nodo en mitad del dintel 
superior donde se aplican 2 hipótesis de carga: 
6 
1 r 
,, ,, 
HIPOT6S\S 1 
Pilares: 
I. = lo_, Mttlf 
,u: t.D,L/ 'V"" 
Dinteles: 
1: ~ t . to ... .,., 
,¿c:.SI ~ 
"' 
4' 
WIPOTESIS t. 
E. = ~,1 • \010 ~~~ 
A:.iJ-
Se han calculado las 7 primeras frecue~~ias 
naturales y modos: 
w,::. ~. '-10 t~l~ 
.(?, 1: l.l"f .... 
li.~,:1S.C\1~ 
f~: li;lllok 
111.3:. l#Z. 'IJ rw/~ 
/1-=-6. ~'-"~• --
"i-= 155.%.0 ~A~,~ 15(;. ~ 
ff:1.'f.~o -*!-~~-~ 
Para los gdl correspondientes a movimientos ho-
rizontales, fundamentalmente contribuirán los modos 
12 al 3º, y para los asociados a giros del 4º al 6º. 
En el modo 7º se producen giros y desplazamientos, 
:con lo que influye en los 2 anteriores. 
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Con un amortiguamiento del 1 O% se han calculado 
los movimientos con 2 hipótesis de excitación en el 
intervalo (0, 163 rad/s) y 31 puntos. En la 2.1 hipó-
tesis los movimientos son fundamentales horizonta-
les, se ha g<merado empleando las 7 frecuencias y 
el resultado es muy bueno. 
En la h,ipótesis 1.1 se producen oscilaciones por 
flexi,ém de :los dinteles, los modos que posiblemente 
más intervengan son del 4º al 7º. Para comprobar-
lo, se han generado tales movimientos con una base 
de interpolación de 7 frecuencias y otra de tan solo 
e5Jas'4 ·~· En ·este último caso la interpolación se 
ajusta mucho mejor a bajas frecuencias. 
(Figura 3) 
CONCLUSION 
Es posible generar el espectro de respuesta en 
frecuencias con tan solo un número reducido de fre-
cuencias propias, su_s modos asociados y la respues-
ta del sistema para tales frecuencias. Para cada 
caso se deberá determinar cuáles de tales frecuen-
das forman la base de interpolación. 
A la vista de los ejemplos abordados, este mode-
lo de interpolación sugiere tan buenos resultados en 
estructuras similares y quizás ·también en cualquier 
sistema estructural, siendo mayor su uti 1 idad cuan-
to más complejo sea aquel. 
IIMII .... UICIOH .............. 
... ·1- -1T . 
"'w 
·- +·-· ·J· ... . 1 ·-· ... 1 ..... 1·. . -1-
10 :" lo lfO $1) Q, 
¡u -11" 
-~ 
-'Ir 
. -···· _,~ __ ,_ -~.f--!f. .. ~.., 
&":0.02. 
luma.cuc:a• WIUIIa • ..._. 
--1:~-·-·f-!f--t JO 
-~ 
-C0111'"\,C.J0 
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FIGURA 1 
Nodo 3. Desplazamiento horizontal 
ECM Modulo 0.0015 
Fase 0.0005 
ECM Modulo 0.0027 
Fase 0.0043 
FIGUHA 2 
NODO 5. Desplazamiento horizontal 
ECM MOdulo 0.095 
Fase 0.015 
+ -1-1-1·-1-2,·1-+··1-1-J~ 1···1_-H-¡¡;H- -1-- ···I··H ··IJo 1 1 ·1··1-~-1 H ·1 ~++~ 
w 
-1· +-H-H·+·I·I· H·I·H··+·I 1·+·· l ... - 1110 .., 
1 
1 
1 
'4¡ 
1 
1 
1 
1 
' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
-1· I·I·J H l 1 JI 
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FIGURA 3 
HIPOTESIS 3. NUDO 5. Desplazamiento 
vertical 
- Interpolación con una base formada por 7 
frecuencias naturales 
~ = 10% 
ECM Modulo 0.0037 
Fase 0.31 
- Interpolación con las frecuencias naturales 
z¡ =10% 
ECM Modulo 0.0008 
Fase 10.877 
NOTA: El error que aparece en la fase no 
es significativo porque se está aproximando 
a 1T con un ángulo negativo. 
Por "COMPLEJO" se entiende la interpo-
lación con magnitudes complejas. 
